
TRÝỜNG THPT SỐ ạ QUẢNG TRẠCH                    GV: PHẠM HỒNG QUANG 

NÃM HỌC 2010-2011 1 

 
 
Trong các kỳ thi tuyển sinh vào các trýờng ðại học- cao ðẳng  thýờng có bài toán 

về  tính tích phân. Bài viết này giới thiệu một số bài toán về tích phân ðổi biến  số  và 
tích phân liên kết nhằm giúp các em  có cách nhìn mới trong một số bài toán  tích phân 

 
 

A.    TÓM TẮT KIẾN THỨC VÀ MỘT SỐ VÍ DỤ 
 
I.   PHÝÕNG PHÁP ÐỔI BIẾN SỐ DẠNG ạ: 

 Tính I = b
'

a
f[u(x)].u (x)dx  bằng cách ðặt t = u(x) 

Công thức ðổi biến số dạng ạ:              )(

)(

)()('.)(
bu

au

b

a

dttfdxxuxuf (1) 

 
 
Cách thực hiện: 
 

Býớc ạ: Ðặt    dxxudtxut )()( '  

Býớc ự: Ðổi cận : 
)(

)(

aut

but

ax

bx   

Býớc ệ: Chuyển tích phân ðã cho sang tích phân theo biến t ta ðýợc 

       )(

)(

)()('.)(
bu

au

b

a

dttfdxxuxufI   (tiếp tục tính tích phân mới) 
 

CHÚ Ý:    +, Khi gặp dạng f(x) có chứa ( 1 , ln x)x thì ðặt t = lnx. 

                  +, Khi f(x) có chứa n u(x)   thì thýờng ðặt t = u(x). 
                  +,  Khi f(x) có mẫu số thì thýờng ðặt t = mẫu. 
 
 

Ví dụ ạổ Tính tích phân I = 
2

1

ln

(2 ln )

e x
dx

x x   (ÐH Khối B 2010) 
Giải 

 2
1

ln

2 ln

e x
I dx

x x
  ;  1

lnu x du dx
x

    

x 1        e 
u 0        1 
 

   1 1

2 2
0 0

1 2

22 2

u
I du du

uu u

          
1

0

2
ln 2

2
u

u
       

 2
ln 3 ln 2 1

3
        3 1

ln
2 3
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Ví dụ ự: Tính tích phân  4

2
7 9

dx
I

x x
  (ÐH An Ninh 1999 ) 

Lời giải: Ðặt 2 2 29 9 7 : 4

4 : 5

xdx tdt

t x x t x t

x t

           

4 5 5

2 22 2
4 47

51 3 1 7
ln ln

46 3 6 4( 9) 99

xdx tdt dt t
I

tt t tx x

         

Nhý vậy ta ðã thêm vào cả tử và mẫu với x ðể tính tích phân ðõn giản hõn. 
 

Týõng tự ta tính ðýợc  
2 3

2
5

dx
I .

x x 4
   ( ÐH Khối A 2003) 

 

Ví dụ ệ:  Tính tích phân 7 3

3 2
0 1

x dx
I

x
   

Lời giải: Ðặt 
2

3 2 2 3

3

2
1 1 0 : 1

7 : 2

xdx t dt

t x x t x t

x t

          
 

7 2 22 3 2 5 2
4

3 2
0 1 1

2. 3 ( 1). 3 3 93
( )

12 2 2 5 2 101

x xdx t t dt t t
I t t dt

tx

              

. 
Nhý vậy  ở ðây ta ðã  tách  tử số  x3=x2 .x  làm xuất hiện  xdx 
 
 

Ví dụ ớ:  Tính tích phân e

1

1 3ln x ln x
I dx.

x

   (ÐH Khối B 2004) 
Lời giải: Ðặt 2

dx 2tdt

x 3
t 1

t 1 3ln x ln x x 1: t 1
3

x e : t 2

         
 

2 22 5 3
4 2

1 1

2t 1 2t 2 2 t t 116
I t. . dt (t t )dt

13 3 9 9 5 3 135

           

     
Nhận xét: bài toán trên  còn có  thể gíải bằng cách ðặt t=lnx, các bạn có thể giải 
và so sánh với lời giải trên. 
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Ví dụ ụ: Tính tích phân 2

1 1 1

xdx
I

x
    ( ÐH Khối A 2004) 

Lời giải: Ðặt 2

2

1 1 1: 0

2 : 1

dx tdt

t x x t x t

x t

           

1 12 3 2
2

0 0

1( 1) 2 11
2 2 2 2 2 2ln 1 4ln 2

01 1 3 2 3

t t t t
I dt t t dt t t

t t

                       

 
Tổng quát:  

( )b

a

p x
dx

ax b c   với p(x) là một ða thức chứa x ta ðặt t ax b c    hoặc t ax b   

 

Ví dụ ả: Tính tích phân  
/ 2

0

sin 2x sin x
I dx

1 3cos x

    ( Ðề thi ÐH khối A � 2005) 

Lời giải: Ðặt 2

2tdt
sin xdx

3
t 1

t 1 3cos x cos x x 0 : t 2
3

x : t 1
2

          
 

2

/2 2 2 3
2

0 1 1

t 1
t(2. 1) 2sinx(2cos x 1) 2 2 2 2t 343I dx dt (2t 1)dt . t

13 t 9 9 3 271 3cos x

                 

 
Tổng quát :    
 dx

xdc

xbxa

cos

sin2sin.  hoặc .sin 2

s

a x bcosx
dx

c d inx




    ta ðặt xdc cos =t                              

(hoặc sinc d x =t )                               
 
II.   PHÝÕNG PHÁP ÐỔI BIẾN SỐ DẠNG ự: 

Tính I = b

a
f(x)dx  bằng cách ðặt x = (t)  

 

Công thức ðổi biến số dạng ự:                 
  dtttfdxxfI

b

a

)(')()(  

 
Cách thực hiện: 
 

Býớc ạ: Ðặt    dttdxtx )()( '   

Býớc ự: Ðổi cận :  t

t

ax

bx
 

Býớc ệ: Chuyển tích phân ðã cho sang tích phân theo biến t ta ðýợc 

      
  dtttfdxxfI

b

a

)(')()(   (tiếp tục tính tích phân mới) 
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 CHÚ Ý:   
Khi gặp các dạng sau : 
    2 2a x    Ðặt x = a.tgu (hoặc a.cotgu) với u       

;
2 2

 (hoặc u  0; ). 

    2 2a x    Ðặt x = a.sinu(hoặc a.cosu) với u   
  
  
;
2 2

 (hoặc u   0; . 

    2 2x a    Ðặt x = a

cosu
(hoặc x = a

sinu
) với u   0; -

       2
(hoặc u   

  
  
;
2 2

- 0 ) 

 

Ví dụ ạổ Tính tích phân 1
2

20

1I dx1 x
 . 

Giải Ðặt x sin t,  t ;  dx cos tdt2 2
        

 

1x 0 t 0,  x t2 6


       

6 6
20 0

cos t cos tI dt dtcos t1 sin t
 

  
 

6
60

0
dt t 06 6



  
     . 

Vậy I 6


 . 

Ví dụ ựổ Tính tích phân 2
2

0
I 4 x dx  . 

Hýớng dẫn: Ðặt x 2 sin t  ÐS: I   . 

Ví dụ ệổ Tính tích phân 1
2

0

dxI 1 x
 . 

Giải Ðặt 2x tan t,  t ;  dx (tan x 1)dt2 2
         

 

x 0 t 0,  x 1 t 4


       

4 42
2

0 0

tan t 1I dt dt 41 tan t
 

 
   

  . 

Vậy I 4


 . 

Ví dụ ớổ Tính tích phân 3 1
2

0

dxI x 2x 2



  . 

Hýớng dẫn: 
3 1 3 1

2 2
0 0

dx dxI x 2x 2 1 (x 1)
 

 
     . 

Ðặt x 1 tan t   ÐS: I 12


 . 
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Ví dụ ụ. Tính tích phân 1
2

0

ln(1 x)I dx1 x



 . 

Giải Ðặt 2x tgt dx (1 tg t)dt     

x 0 t 0,  x 1 t 4


       

 
4 4

2
2

0 0

ln(1 tgt)I 1 tg t dt ln(1 tgt)dt1 tg t
 


    

  . 

Ðặt t u dt du4


      

t 0 u ,  t u 04 4
 

       

 
04

0 4

I ln(1 tgt)dt ln 1 tg u du4




            

4 4

0 0

1 tgu 2ln 1 du ln du1 tgu 1 tgu
 

                 

 
4 4

0 0
ln 2du ln 1 tgu du ln 2 I4

 


      . 

Vậy I ln 28


 . 

 
 
 

B.MỘT SỐ BÀI TOÁN TÍCH PHÂN LIÊN KẾT 
 
Ví dụ ạ:   
 a) CMR nếu f(x) lẻ và liên tục trên [-a;a]  (a>0) thì :     I=    a

a
f(x)dx 0   

 b) CMR nếu f(x) chẵn và liên tục trên [-a;a] (a>0) thì : J= a a

a 0
f(x)dx 2 f(x)dx    

Giải: 
 Lời giải: Ðặt x=-t :

:

dx dt

x a t a

x a t a

         

( ) ( ) ( )
a a a

a a a

I f x dx f t dt f t dt


          . Do f(x) là hàm lẻ nên f(-x)=-f(x) do 

ðó  
( ) ( ) ( ) 2 0 0

a a a

a a a

I f t dt f t dt f x dx I I I                  

Áp dụng: 
Tính tích phân :  1/ 2

1/ 2

1 xI cosx.ln dx.1 x
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giải: 

  
0 1/ 2

1/ 2 0

1 x 1 xI cosx.ln dx cosx.ln dx1 x 1 x
              .  (1) 

 Xét tích phân 0

1/ 2

1 xJ cosx.ln dx1 x
      

 ðặt: x t dx dt      

 ðổi cận:  1 1x= -   t =    2 2x=0 t 0
     

 khi ðó:  
 

0 1/ 2 1/ 2

1/ 2 0 0

1 t 1 t 1 xI cos( t).ln dt cos t.ln dt cosx.ln dx1 t 1 t 1 x
                             (2) 

 Thay (2)vào (1) suy ra  I=0. 
  Câu b)  chứng minh týõng tự . 
 

Ví dụ 2. Tính tích phân 6 2

0

sin xI dxsin x 3 cos x



  và 6 2

0

cos xJ dxsin x 3 cos x



 . 

Giải 
Ta có:          6 62 2

0 0

sin x 3 cos xI 3J dx (sin x 3 cos x)dxsin x 3 cos x
 


   

   

                            60cos x 3 sin x 1 3

      (1). 

Mặt khác:   
 

6 6

0 0

dx 1 dxI J dx 2sin x 3 cos x sin x 3

 

    
   

Ðặt t x dt dx3


     

x 0 t ,  x t3 6 2
  

       

2 2
2

3 3

1 dt 1 sin tdtI J 2 sin t 2 sin t
 

 

    

 
2 2

2
3 3

d(cos t)1 1 1 1 d(cos t)2 4 cos t 1 cos t 1cos t 1
 

 

  
    

                       
2

3

1 cos t 1 1ln ln 34 cos t 1 4





 


 (2). 

Từ (1) và (2) 3 1 3I 3J 1 3 I ln 316 41 1 1 3I J ln 3 J ln 34 16 4

                  

. 

Vậy 3 1 3 1 1 3I ln 3 ,  J ln 316 4 16 4
 

    . 
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Ví dụ ệổ Tính tích phân 2 2009
2009 2009

0

sin xI dxsin x cos x



 . 

Giải Ðặt x t dx dt2


      

x 0 t ,  x t 02 2
 

       

 
   

20090

2009 2009
2

sin t2I dxsin t cos t2 2




    
  


2 2009

2009 2009
0

cos t dx Jsin t cos t


 
  (1). 

Mặt khác 2

0
I J dx 2




    (2). Từ (1) và (2) suy ra I 4


 . 

Tổng quát: 
2 2n n

n n n n
0 0

sin x cos xdx dx , nsin x cos x sin x cos x 4
 


  

    . 

 
 

Ví dụ ớ: Tính tích phân 32

0

sin
I

sin cos

x
dx

x x

   

Lời giải: Ðặt 0 :
2 2

: 0
2

dx dt

x t x t

x t

 


        
 

 

3
0 3 32 2

0 0
2

sin
s s2

I
sin cos sin cossin cos

2 2

t
co t co x

dt dt dx J
t t x x

t t

 



 

                       

3 3 3 32 2 2 2

0 0 0 0

sin s sin s
I+J (1 sin .cos )

sin cos sin cos sin cos

x co x x co x
dx dx dx x x dx

x x x x x x

               

2

0

1 1 1
(1 sin 2 ) s 2 2

2 4 2 2
0

x dx x co x

           . Vậy 1
1

4
2

I J
I

I J

       

 
Chú ý: - Bài toán  ở ví dụ 4 có thể tổng quát thành các dạng sau:  
                   

mn2

m mn n
0

sin sin
      ; 

sin cos sin cos

b k

a

mx ax
dx

mx mx ax ax


       

              - Bằng cách ðặt x t2


   ta ðýợc:  2 2

0 0
f(sin x)dx f(cosx)dx
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Ví dụ ụ:                 Tính tích phân  I = 
2

0

sin

cos 4

x x
dx

x

   

Thông thýờng khi gặp tích phân trên, hầu hết các bạn ðều nghĩ ðến phýõng pháp 
tính tích phân từng phần. Song các bạn hãy thử làm nhý thế và so sánh với lời 
giải sau:  

 

Lời giải : Ðặt 0 :

: 0

dx dt

x t x t

x t

 
         

Khi ðó 0

2 2 2 2
0 0 0

( )sin( ) ( )sin sin sin

cos ( ) 4 cos 4 cos 4 cos 4

t t t t t t t
I dt dt dt dt

t t t t

  

                  

2 2 2
0 0 0

sin sin sin

cos 4 cos 4 cos 4

x x x x
dx dx dx I

x x x

            

2 2
0 0

sin sin
2

cos 4 2 cos 4

x x
I dx I dx

x x

        

Ðặt 0 : 1

: 1

sinxdx dt

cosx t x t

x t
         

1 1

2
1 1

  12
ln

12 4 2 ( 2)( 2) 8 2

dt dt t
I

t t t t

  


          ln 3

4

   

 
 

Bài tập týõng tự:  Tính tích phân 
0

xdxI sin x 1



 .    

  ÐS:   I   . 
 
 
Tổng quát:  
Nếu hàm số f(x) liên tục trên ðoạn [a; b] và thoả mãn f(x) = f( a +b - x) thì  
                             

b b

a a

a bx.f(x)dx . f(x).dx2


      

  Hệ quả:                
0 0

xf(sin x)dx f(sin x)dx2
   . 

       Từ ðó ta có cách ðặt  tổng quát khi gặp tích phân ( )
b

a

f x dx  mà không thay 
ðổi cận là  ðặt   x=a+b-t. 
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Ví dụ ả. Tính tích phân 4
x

4

cos xI dx2011 1






 . 

Giải Ðặt x t dx dt      
x t ,  x t4 4 4 4

   
         

4 4 t
t t

4 4

cos( t) 2011 cos tI dt dt2011 1 1 2011
 



 




   

    

 
4 4t

t t
4 4

(1 2011 ) 1 1cos tdt 1 cos tdt1 2011 2011 1
 

 
 

 
  

    

4 4 4

04 4

1 2cos tdt I I cos tdt cos tdt2 2
  

 
 

        . 

 

Bài tập týõng tự:   6 64

4

sin cos

6 1x

x x
I dx




      ( Ðề thi ðại học nãm 2000). 
Tổng quát:  

Với a > 0 , 0  , hàm số f(x) chẵn và liên tục trên ðoạn  ;     thì 
x

0

f(x) 1dx f(x)dxa 1 2
 




  . 

 
  

Cuối cùng là một số bài tập tính tích phân  nhờ sử dụng tích phân liên kết: 
1. 

3

6

cos

s inx cos

xdx
I

x


                  2. 

4

4 4
0

cos

s in x cos

xdx
T

x

      

3. 
1

0

x

x x

e dx
M

e e                                         4. 
2

1

x

x x

e dx
G

e e      

5. 
2

ax

0

osb   ( ; 0)
b

R e c xdx a b

       6. 
2

2

0

osxU e c xdx

   

7. 
4

2

0

os . os2A c x c xdx

                 8. 
2

4

0

osxE e c xdx


       

9. 
2

1

sin(ln )
e

P x dx

                                      10. 
26

0

cos

cos 2

x
W dx

x

   

 
 
 

 


